
x

3

1-

y

x

3

1-

y

2

1

1

x

3

1-

y

2

1
2

فصل ششم : حد و پیوستگی

1  شکل زیر، نمودار تابع  است.  را محاسبه کنید.

2  با توجه به شکل زیر مقدار  را بدست آورید.

3  شکل زیر نمودار تابع  است. حاصل  را محاسبه کنید.

نام آزمون: حد و پیوستگی

نویدپورزکی

ff(x) + f(x)lim
x→0+

lim
x→0−

f(x) − f(x)lim
x→1+

lim
x→(−1)−

ff(x) + f(x) + f(2)lim
x→2+

lim
x→2−

1



x

1-

y

2

1

2

2-

1 3

x
1-

y

2

1
2

2- 1

3

4

اگر  باشد حاصل  را بدست آورید.  4

5  شکل مقابل نمودار تابع  است، حاصل  را بدست آورید.

6  با کمک نمودار زیر مقدار عبارت  را بدست آورید.

f(x) = {1 , x ≤ 0
−1 , x > 0

f(x) + f(x) + f(0)lim
x→0+

lim
x→0−

ff(x) + f(x) + f(3)lim
x→3+

lim
x→3−

f(x) − 4 f(x) + 2f(1)lim
x→1+

lim
x→0−

2
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x1-

y

2
1

22- 1

3

4

1-

3-

3

7  نمودار تابع  بصورت زیر رسم شده است، حدهاي خواسته شده را بدست آورید.

  (چ 

 (ح 

 (خ 

 (د 

 (ذ 

 (ر 

 (ز

(الف   

 (ب 

 (پ 

 (ت 

 (ث 

 (ج  

اگر  باشد،  را بدست آورید.  8

9 دربارة تابع با ضابطۀ  موارد زیر را در صورت وجود محاسبه کنید:

 الف)                   ب)  

پ)                         ت) 

x

y

1 2 3 4 5 6 7

1
2
3

f

f(x)lim
x→(−3)+

f(x)lim
x→(−3)−

f(−3)

f(2)

f(3)

f(x)lim
x→0

f(x)lim
x→(−2)

f(x)lim
x→2+

f(x)lim
x→2−

f(x)lim
x→3+

f(x)lim
x→3−

f(x)lim
x→(−1)+

f(x)lim
x→(−1)−

f(x) = 8 + 2x
− −−−−−√f(x)lim

x→(−4)

f(x) = x − 2
− −−−−√

f(x)lim
x→2+

f(x)lim
x→2−

f(x)lim
x→2

f(2)

3

ی
حد و پیوستگ

نویدپورزکی



y

x

10 حدهاي زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.

  (الف  (ب     (پ

 (ت  (ث          (ج

  (چ (ح     (خ

 (د (ذ    (ر

 (ز (ژ   (س

  (ش (ص (ض

براي تابع  که نمودار آن داده شده است، کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟  11

ب) الف) 

 ت)   پ) 

ج) ث) 

ح)  وجود ندارد.چ)    وجود ندارد.

12 آیا حد تابع زیر در  موجود است؟ 

 

، نمودار  را رسم کنید. آیا  موجود است؟ اگر   13

(3 − 4x + 5)lim
x→−1

x2(−2x − 7)lim
x→0

(−3)lim
x→7

lim
x→−2

+ 8x3

x + 2
lim
x→0

x

2 − xx2lim
x→3

− 3xx2

− 9x2

lim
x→2

x + 7
− −−−−√lim

x→0+
x−−√[x]lim

x→−2

lim
x→1

x − 2
− −−−−√lim

x→2
x + 5
− −−−−√lim

x→0−
x−−√

(sinx + cosx)lim
x→ π

4

cosxlim
x→− π

3

lim
x→3+

x − 2
[x] + 1

(x + [x])lim
x→0lim

x→ π

2

1 − xsin2

1 − sinx

lim
x→−2+

x

[x]

f

f(x) = 2lim
x→1

f(1) = 2

f(2) = 1f(x) = 0lim
x→−2+

f(x) = 2lim
x→−1

f(x) = 1lim
x→0

f(x)lim
x→2

f(x)lim
x→−1

x = 2

f(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

−x + 2
−2
x − 3

x > 2
x = 2
x < 2

f(x) =
|x|

x
ff(x)lim

x→0

4

ی
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14  تابع با ضابطه  را در نظر می گیریم. آیا  در نقطۀ صفر حد دارد؟ آیا  موجود است؟

مثالی از یک تابع، همراه با نمودار آن ارائه کنید که حد تابع در نقطھٔ  مساوي  باشد.  15

تابعی مانند  ارائه کنید که در نقطۀ  حد نداشته باشد.    16

تابعی مانند  ارائه کنید که در نقطۀ  تعریف نشده باشد.    17

18  نمودار تابع با ضابطه  را رسم کنید و حد تابع در صفر را - در صورت وجود -  بیابید.

19 حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید. 

 (الف 

  (ب 

 (پ 

 (ت

f(x) = {x

−x

x > 0
x < 0

ff(0)

2−1

f3f(3) = 1

f2f(x) = 4lim
x→2

f(x) = { + 2x2

−2x − 2
x > 0
x ≤ 0

lim
x→

8

4

x − xcos2 sin2

sinx − cosx2−−√ 2−−√

lim
x→0

1 − cosx

xtan2

lim
x→ π

2

xcos2

1 − sinx

lim
x→ π

6

4 x − 1sin2

1 − 2 sinx

5
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20 حاصل حدهاي زیر را بدست آورید. 

 (الف 

 (ب 

 (پ 

 (ت 

 (ث

21 حدهاي زیر را بدست آورید. 

   (الف 

   (ب 

   (پ 

  (ت

lim
x→(−2)

2 − 8x2

− x − 6x2

lim
x→1

− xx2

− 4x + 3x2

lim
x→(−2)

+ x − 2x2

+ 3x + 2x2

lim
x→(−3)

+ 3x3 x2

− 9x2

lim
x→

1

2

4 − 1x2

8 − 2x − 1x2

(x + [x])lim
x→2−

lim
x→2+

[x] + 1
3x

(3[x] − x)lim
x→1−

lim
x→3−

x − [x]

2[x]

6
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22 حدهاي زیر را بدست آورید. 

   (الف 

   (ب 

 (پ 

   (ت 

   (ث 

   (ج 

   (چ 

  (ح

23 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

  (الف 

  (ب 

  (پ 

 (ت 

  (ث

lim
x→1

3x − 1
− 2x + 4x2

(2 + 5x)(6x − 1)lim
x→(−1)

x2

lim
x→(−3)

− |x|x2

|x| + 1

lim
x→(−2)

− 1∣∣x2 ∣∣

|x| + 4

lim
x→7

x + 2− −−−−√

x − 4

lim
x→1

2x − 6− −−−−−√

x + 3

(2 + 1)( − 1)lim
x→5

x−−√ x + 4
− −−−−√

lim
x→(−2)

2 + 5x + 8x2

+ 2x2

lim
x→1

− 3x + 2x2

2x − 2

lim
x→0

4x2

2 −x2 x3

lim
x→(−1)

3 + 5x + 2x2

2 + x − 1x2

lim
x→3

− 27x3

− 2x − 3x2

lim
x→1

3 + 4x − 3 − 4x3 x2

+ x − 2x2

7
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24 حاصل حدهاي زیر را بدست آورید. 

  (الف 

   (ب 

  (پ 

  (ت 

   (ث

25  با توجه به نمودار زیر، پیوستگی تابع را در نقاط خواسته شده بررسی کنید.

x

y

 

 (الف 

 (ب 

 (پ 

 (ت 

  (ث 

 (ج  

نمودار تابع را رسم کنید.  در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟  26

lim
x→0

2 cosx + 1
3 − sinx

lim
x→ π

2

2 sinxcosx

1 + xcos2

lim
x→ π

4

2
−−√ (sinx + cosx) 3

lim
x→ π

4

x + 2 cosxsin2

2 x − cosxsin2

(1 − x) × xlim
x→ π

6

sin2 tan2

x = −2

x = −1

x = 0

x = 1

x = 2

x = 3

f(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

x − 3 x < 2
−2 x = 2
−x + 2 x > 2

f

8
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با استفاده از قوانین حد و نمودارهاي  و  حدهاي زیر را (در صورت وجود) به دست آورید.   27

 

1 2 3 4 5
12- -
2-

1-

1

2
3

4
5

x

y

f

1 2 3 4 512- -
2-

1-

1
2
3
4
5

x

y

g

3-3-

6 6

 

   (پ          (ب          (الف 

   (ج      (ث      (ت 

  (ح          (چ 

  (د          (خ

نمودار دو تابع  و  را رسم کنید. آیا  موجود است؟ (چرا؟)  چطور؟ در  28

چه نقاطی حد دو تابع با هم برابرند؟

اگر  یک عدد صحیح باشد، حدهاي زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.   29

  (الف 

 (ب 

  (پ

، تابع در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟ با توجه به نمودار تابع   30

fg

g(x)lim
x→3

f(x)lim
x→−1

f(x)lim
x→3

(2f(x) + 5g(x))lim
x→2

(f(x) + g(x))lim
x→−1

(f(x) + g(x))lim
x→3

lim
x→0

(g(x))2lim
x→0

(f(x))4

(f(x) ⋅ g(x))lim
x→5

lim
x→2

f(x)

g(x)

f(x) =
|x − 3|

x − 3
g(x) = 1f(x)lim

x→3
g(x)lim

x→3

m

[x]lim
x→m+

[x]lim
x→m−

[x]lim
x→m

f(x) = [x]

9
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31 کدام یک از توابع زیر در  پیوسته است؟  

1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

f

3- 1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

g

3- 1 2 312- -
1-

1
2

3

x

y

3-

h

1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

3-

k

 

اگر تابع  با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته باشد، مقدار a را بدست آورید.  32

، مقادیر  و  را طوري بیابید که تابع  در  پیوسته باشد. 33 در تابع 

34 مقدار  و  را طوري بیابید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد.

مقادیر  و  را طوري بدست آورید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد.    35

x = 1

ff(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

3x − [x] ,

a ,

x + 3 ,

x < 2
x = 2
x > 2

x = 2

f(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

a + 3 ,x2

5
−2x + b ,

x > 1
x = 1
x < 1

abfx = 1

abf(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

ax − 1
7
2x + 3b

, x < 2
, x = 2
, x > 2

x = 2

abf(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

2 cosx + a

−2
3x + 2b

, x < 0
, x = 0
, x > 0

x = 0

10
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36 مقدار  را طوري بدست آورید که تابع زیر در نقطۀ  پیوسته باشد.

تابع با ضابطۀ  به ازاي چه مقداري از  در  پیوسته است؟  37

توابع  و  را در نظر می گیریم. پیوستگی این تابع ها را در   38

بررسی کنید.

مقادیر  و  را طوري بدست آورید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد.  39

اگر تابع  در  پیوسته باشد، مقدار  را بدست آورید.  40

تابع  با ضابطۀ  در نقطۀ  چه نوع پیوستگی دارد؟   41

ax = 3

f(x) =

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

,
− 9x2

|x − 3|

− ax ,x2

x < 3

x ≥ 3

f(x) =
⎧
⎩⎨

,xsin2

1−cos x

a sin(x + ) ,π

6

x > 0

x ≤ 0
ax = 0

f(x) =

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

− 9x2

x − 3
6

x ≠ 3

x = 3
g(x) =

− 9x2

x − 3
x = 3

abf(x) =

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

+ 2 [x] ,x2

a + 3 ,

bx + 6 ,

x > 1
x = 1
x < 1

x = 1

f(x) =

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

− 1x2

− 3x + 2x2

a

, x ≠ 1

, x = 1
x = 1a

ff(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

− 1 ,x2

2 ,

−x + 3 ,

x < 1
x = 1
x > 1

x = 1

11
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42 هر یک از توابع زیر در چه بازه اي پیوسته هستند؟ 

الف)  

ب)  

پ)  

ت)   

43 در مواقعی تجویز دارو براي کودکان بر اساس جرم کودك انجام می گیرد. روش هاي مختلفی براي برآورد کردن جرم یک
کودك (برحسب کیلوگرم) در شرایط اضطراري (که جرم نمی تواند اندازه گیري شود) وجود دارد. یکی از این روش ها استفاده از تابع 

 است که در آن  سن کودك برحسب سال است. به طور مثال جرم یک کودك  ماهه به

کمک این تابع چنین محاسبه می شود: 

  

 الف)  و  را بیابید. 

ب) آیا  در بازة  پیوسته است؟

تابع  با ضابطۀ  در نقطۀ  چه نوع پیوستگی دارد؟  44

تابعی مثال بزنید که حد آن در نقطۀ  مساوي  باشد؛ ولی تابع در  پیوسته نباشد. نمودار این تابع را رسم کنید.  45

f(x) = − 5xx3

g(x) = sinx

h(x) = logx

k(x) = x − 6
− −−−−√

f(t) = { 6t + 4
2t + 10

0 ≤ t < 1
1 ≤ t ≤ 10

t6

f( ) = 6 × ( ) + 4 = ماه7 6 → =
6

12
1
2

سال
1
2

1
2

f(2)f(5)

f[0, 10]

ff(x) =

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

sinx + 2 cosx ,

1 ,

−cosx ,

0 < x < π

2

x = π

2

< x < ππ

2

x =
π

2

x = 1−11

12
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 1

 2

 3

 4

 5

 6
 

نمودار تابع  بصورت زیر رسم شده است، حدهاي خواسته شده را بدست آورید.   7
 (چ 

 وجود ندارد    (ح 

 (خ 

 (د 

 (ذ 

 (ر 

 (ز

  (الف 

 (ب 

 (پ 

 (ت 

 (ث 

(ج  

 8
 

 9
 (الف

f(x) = 0 f(x) = 3 ⇒ f(x) + f(x) = 0 + 3 = 3lim
x→0+

lim
x→0−

lim
x→0+

lim
x→0−

f(x) = 3, f(x) = 1 ⇒ f(x) − f(x) = 3 − 1 = 2lim
x→1+

lim
x→(−1)−

lim
x→1+

lim
x→(−1)−

f(x) = 2, f(x) = −1, f(2) = 3 ⇒ f(x) + f(x) + f(2) = 2 + (−1) + 3 = 4lim
x→2+

lim
x→2−

lim
x→2+

lim
x→2−

f(x) = −1 , = 1 , f(0) = 1 → f(x) + f(x) + f(0) = −1 + 1 + 1 = 1lim
x→0+

lim
x→0−

lim
x→0+

lim
x→0−

f(x) = 1, f(x) = −2, f(3) = 2 ⇒ f(x) + f(x) + f(3) = 1 + (−2) + 2 = 1lim
x→3+

lim
x→3−

lim
x→3+

lim
x→3−

f(x) = 4, f(x) = 3, f(1) = 2lim
x→1+

lim
x→0−

→ f(x) − 4 f(x) + 2f(1) = 4 − 4(3) + 2(2) = −4lim
x→1+

lim
x→0−

f

f(x) = −1lim
x→(−3)+

f(x) =lim
x→(−3)−

f(−3) = −1

f(2) = 1

f(3) = 2

f(x) = 1lim
x→0

f(x) = −1lim
x→(−2)

f(x) = 3lim
x→2+

f(x) = 1lim
x→2−

f(x) = 1lim
x→3+

f(x) = 2lim
x→3−

f(x) = 1lim
x→(−1)+

f(x) = −1lim
x→(−1)−

8 + 2x ≥ 0 → 2x ≥ −8 → x ≥ −4 → = [−4, +∞)Df

f(x) = = 0lim
x→(−4)+

lim
x→(−4)+

8 + 2x
− −−−−−√

= =lim
x→(−4)−

lim
x→(−4)−

8 + 2x
− −−−−−

√ وجود ندارد
⇒ f(x) =limx→(−4) وجود ندارد

f(x) = 0lim
x→2+

13
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وجود ندارد      (ب

وجود ندارد     (پ

  (ت

 10
  (الف 

  (ب

 (پ

 (ت

 (ث

 (ج

 وجود ندارد     (چ

 (ح

 (خ

وجود ندارد    (د

 (ذ

وجود ندارد  (ر

 (ز

 (ژ

 (س

 (ش

 (ص

   وجود ندارد  (ض

f(x) =lim
x→2−

f(x) =lim
x→2

f(2) = 0

(−3) = 3lim
x→7

(−2x − 7) = −2(0) − 7 = 0 − 7 = −7lim
x→0

(3 − 4x + 5) = 3(−1 − 4(−1) + 5 = 3 + 4 + 5 = 12lim
x→−1

x
2 )2

= =lim
x→3

− 3xx2

− 9x2
− 3(3)32

− 932
0
0

= =lim
x→0

x

2 − xx2
0

2(0 − 0)2
0
0

= =lim
x→(−2)

+ 8x3

x + 2
(−2 + 8)3

−2 + 2
0
0

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪

[x] = [(−2 ] = −2lim
x→(−2)+

)+

[x] = [(−2 ] = −3lim
x→(−2)−

)−
[x] =lim

x→−2

= = 0lim
x→0+

x−−√ 0+
− −−√

= = = 3lim
x→2

x + 7− −−−−√ 2 + 7− −−−−√ 9−−√

= =lim
x→0−

x−−√ 0−
− −−√

= =lim
x→2

x + 5− −−−−√ 2 + 5− −−−−√ 7−−√

= =lim
x→1

x − 2− −−−−√ 1 − 2− −−−−√ −1− −−√

= = =lim
x→3+

x − 2
[x] + 1

− 23+

[ ] + 13+

3 − 2
3 + 1

1
4

cos x = cos(− ) = cos( ) =lim
x→−

π

3

π

3
π

3
1
2

(sin x + cos x) = sin + cos = + =lim
x→

π

4

π

4
π

4
2−−√

2
2−−√

2
2−−√

= = = 1lim
x→−2+

x

[x]

(−2)+

[(−2 ])+

−2
−2

= =lim
x→

π

2

1 − xsin2

1 − sin x

1 − (1)2

1 − 1
0
0

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪

(x + [x]) = + [ ] = 0 + 0 = 0lim
x→0

0+ 0+

(x + [x]) = + [ ] = 0 + (−1) = −1lim
x→0−

0− 0−(x + [x]) =lim
x→0
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 11
)    ( الفدرست    ( ب نادرست است (زیرا 

( پ درست    ( ت نادرست است (زیرا این حد وجود ندارد) 
 

نادرست      ( ثدرست    ( ج

درست     ( چدرست  ( ح

 12
yابتدا نمودار تابع را رسم می کنیم و داریم: 

x

وجود ندارد  

 13
y

-

1

1

 

 

وجود ندارد    

 14
y

x

 

   وجود ندارد 

 15
y

x

 16
y

x

 

  

f(1) = 2f(x) = 0lim
x→1

f(x) = 2lim
x→1

f(x) = 0lim
x→−2+

f(2) = 1

f(x) = 1lim
x→0

f(x) = 2lim
x→−1

f(x)lim
x→−1

= f(x)limوجود ندارد
x→2

= وجود ندارد

f(x) = 0 , f(x) = −1 ⇒ f(x) =lim
x→2+

lim
x→2−

lim
x→2

f(x) = → f(x) = {|x|

x

1
−1

, x > 0
, x < 0

f(x) =lim
x→0

f(x) = 0 , f(x) = 0 ⇒ f(x) = 0lim
x→0+

lim
x→0−

lim
x→0

f(0) =

f(x) = −x + 1

f(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

−x + 2
1
−x + 5

x < 3
x = 3
x > 3
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 17
y

x
 

  

 18

 

y

x

وجود ندارد 

 19

 (الف 

  

 (ب 

  

  

 (پ 

  

 (ت

f(x) =
− 4x2

x − 2

f(x) = 2 , f(x) = −2 ⇒ f(x) =lim
x→0+

lim
x→0−

lim
x→0

= = →lim
x→

8
4

x − xcos2 sin2

sin x − cos x2
−−√ 2

−−√

( − (
2√

2
)2

2√
2

)2

( ) − ( )2
−−

√
2√

2
2
−−

√
2√

2

0
0

→ = = = = −1lim
x→

π

4

(cosx − sinx)(cosx + sinx)

− (cos x − sin x)2
−−

√
lim

x→
π

4

cos x + sin x

− 2
−−

√

+
2√

2

2√
2

− 2
−−

√

2
−−

√

− 2
−−

√

= = → =lim
x→0

1 − cos x

xtan2

1 − 1

(0)
2

0
0

lim
x→0

1 − cos x

xtan2
lim
x→0

1 − cos x

xsin2

xcos2

=lim
x→0

(1 − cos) xcos2

xsin2
lim
x→0

(1 − cosx)co xs2

1 − xcos2

= = = =lim
x→0

(1 − cos x) xcos2

(1 − cos x)(1 + cos x)
lim
x→0

xcos2

1 + cos x

(1)2

1 + 1
1
2

= = → =lim
x→

π

2

xcos2

1 − sin x

(0)2

1 − 1
0
0

lim
x→

π

2

xcos2

1 − sin x
lim

x→
π

2

1 − xsin2

1 − sin x

= (1 + sin x) = 1 + 1 = 2lim
x→

π

2

(1 − sin x)(1 + sin x)

(1 − sin x)
lim

x→
π

2

= = →lim
x→

π

6

4 x − 1sin2

1 − 2 sin x

4( − 11
2
)2

1 − 2( )
1
2

0
0

lim
x→

π

6

4 x − 1sin2

1 − 2 sin x

16
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 20

 (الف 

  

 (ب 

  

 (پ 

  

 (ت 

  

 (ث 

 21
 (الف 

   (ب 

   (پ 

   (ت

= = = = −2lim
x→

π

6

(2 sin x − 1)(2 sin x + 1)

−(2 sin x − 1)
lim

x→
π

6

2 sin x + 1
−1

2( ) + 11
2

−1
2

−1

= =lim
x→(−2)

2 − 8x2

− x − 6x2

2 − 8(−2)2

− (−2) − 6(−2)2

0
0

→ = = = = =lim
x→(−2)

2( − 4)x2

(x + 2)(x − 3)
lim

x→(−2)

2(x − 2)(x + 2)

(x + 2)(x − 3)
lim

x→(−2)

2(x − 2)

(x − 3)

2(−2 − 2)

−2 − 3
−8
−5

8
5

= =lim
x→1

− xx2

− 4x + 3x2

− 1(1)2

− 4(1) + 3(1)2

0
0

→ = = = = −lim
x→1

x(x − 1)

(x − 1)(x − 3)
lim
x→1

x

x − 3
1

1 − 3
1

−2
1
2

= =lim
x→(−2)

+ x − 2x2

+ 3x + 2x2

+ (−2) − 2(−2)2

+ 3(−2) + 2(−2)2

0
0

= = = = 3lim
x→(−2)

(x + 2)(x − 1)

(x + 2)(x + 1)
lim

x→(−2)

x − 1
x + 1

−2 − 1
−2 + 1

−3
−1

= =lim
x→(−3)

+ 3x3 x2

− 9x2

+ 3(−3)
3

(−3)
2

− 9(−3)
2

0
0

→ = = = = −lim
x→(−3)

(x + 3)x2

(x − 3)(x + 3)
lim

x→(−3)

x2

x − 3
(−3)2

−3 − 3
9

−6
3
2

= =lim
x→

1
2

4 − 1x2

8 − 2x − 1x2

4 − 1( )
1
2

2

8 − 2( ) − 1( )
1
2

2 1
2

0
0

→ = = =lim
x→

1
2

(2x − 1)(2x + 1)

(2x − 1)(4x + 1)
lim

x→
1
2

2x + 1
4x + 1

2( ) + 11
2

4( ) + 11
2

2
3

(x + [x]) = x + [x] = 2 + [ ] = 2 + 1 = 3lim
x→2−

lim
x→2−

lim
x→2−

2−

= = = =lim
x→2+

[x] + 1
3x

[x] + 1lim
x→2+

3xlim
x→2+

[ ] + 12+

3(2)

2 + 1
6

1
2

(3[x] − x) = 3[x] − x = 3[ ] − 1 = 3(0) − 1 = −1lim
x→1−

lim
x→1−

lim
x→1−

1−

= = = =lim
x→3−

x − [x]

2[x]

x − [x]lim
x→3−

2[x]lim
x→3−

3 − [ ]3−

2[ ]3−

3 − 2
2(2)

1
4
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 22

  (الف 

(ب    

   

   (پ 

   (ت 

   (ث 

حد وجود ندارد      (ج 

   (چ 

   

   (ح 

 23

  (الف 

   

  (ب 

   

  (پ 

   

  (ت 

   

  (ث 

= = =lim
x→1

3x − 1
− 2x + 4x2

(3x − 1)lim
x→1

( − 2x + 4)lim
x→1

x2
3(1) − 1

− 2(1) + 4(1)
2

2
3

(2 + 5x)(6x − 1) = (2 + 5x) × (6x − 1)lim
x→(−1)

x2 lim
x→(−1)

x2 lim
x→(−1)

= (2 + 5(−1)) × (6(−1) − 1) = (2 − 5) × (−7) = (−3) × (−7) = 21(−1)
2

= = = = =lim
x→(−3)

− |x|x2

|x| + 1

− |x|lim
x→(−3)

x2

|x| + 1lim
x→(−3)

− |−3|(−3)
2

|−3| + 1
9 − 3
3 + 1

6
4

3
2

= = = =lim
x→(−2)

− 1∣
∣x

2 ∣
∣

|x| + 4

− 1lim
x→(−2)

∣
∣x

2 ∣
∣

|x| + 4lim
x→(−2)

− 1∣
∣(−2)

2 ∣
∣

|−2| + 4
3

2 + 4
1
2

= = = = 1lim
x→7

x + 2− −−−−√
x − 4

lim
x→7

x + 2− −−−−
√

(x − 4)lim
x→7

7 + 2− −−−−√
7 − 4

3
3

= = = =lim
x→1

2x − 6− −−−−−√
x + 3

lim
x→1

2x − 6− −−−−−
√

x + 3lim
x→1

2(1) − 6− −−−−−−−√
1 + 3

−4− −−√
4

(2 + 1)( − 1) = (2 + 1) × ( − 1)lim
x→5

x
−−

√ x + 4− −−−−
√ lim

x→5
x
−−

√ lim
x→5

x + 4− −−−−
√

= (2 + 1)( − 1) = (2 + 1)(2) = 4 + 25−−√ 9−−√ 5−−√ 5−−√

= =lim
x→(−2)

2 + 5x + 8x2

+ 2x2

(2 + 5x + 8)lim
x→(−2)

x2

( + 2)lim
x→(−2)

x2
2 + 5(−2) + 8(−2)

2

+ 2(−2)
2

= = = 18 − 10 + 8
4 + 2

6
6

= =lim
x→1

− 3x + 2x2

2x − 2
− 3(1) + 2(1)2

2(1) − 2
0
0

→ = = = −lim
x→1

(x − 1)(x − 2)

2(x − 1)
lim

x→1
x − 2

2
1 − 2

2
1
2

= =lim
x→0

4x2

2 −x2 x3
4(0)

2

2 −(0)
2

(0)
3

0
0

→ = = = = 2lim
x→0

4x2

(2 − x)x2
lim

x→0
4

2 − x

4
2 − 0

4
2

= =lim
x→(−1)

3 + 5x + 2x2

2 + x − 1x2
3 + 5(−1) + 2(−1)2

2 + (−1) − 1(−1)2
0
0

→ = = = =lim
x→(−1)

(x + 1)(3x + 2)

(x + 1)(2x − 1)
lim

x→(−1)

3x + 2
2x − 1

3(−1) + 2
2(−1) − 1

−1
−3

1
3

= =lim
x→3

− 27x3

− 2x − 3x2
− 27(3)3

− 2(3) − 333
0
0

→ = = =lim
x→3

(x − 3)( + 3x + 9)x2

(x − 3)(x + 1)
lim

x→3
( + 3x + 9)x2

(x + 1)

+ 3(3) + 932

3 + 1
27
4

= =lim
x→1

3 + 4x − 3 − 4x3 x2

+ x − 2x2
3 + 4(1) − 3 − 4(1)

3
(1)

2

+ 1 − 2(1)
2

0
0

→ = = = =lim
x→1

3 (x − 1) + 4(x − 1)x2

(x − 1)(x + 2)
lim

x→1
(x − 1)(3 + 4)x2

(x − 1)(x + 2)
lim

x→1
3 + 4x2

x + 2
3 + 4(1)

2

1 + 2
7
3
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 24

  (الف 

  (ب 

  (پ 

   (ت 

  (ث

 25
 (الف 

تابع  در  پیوستگی راست دارد

 (ب 

تابع  در  پیوستگی چپ دارد

 (پ 

تابع  در  ناپیوسته است

(ت 

تابع  در  پیوستگی راست دارد

 (ث 

تابع  در   پیوسته است

 (ج 

تابع  در  پیوستگی راست دارد

تابع  در  ناپیوسته است و در سایر نقاط ناپیوسته است.  26

 27
وجود ندارد  (ب      (الف 

 (ت        (پ 

وجود ندارد   (ث 

= = = 1lim
x→0

2 cos x + 1
3 − sin x

2(1) + 1
3 − 0

3
3

= = = 0lim
x→

π

2

2 sin x cos x

1 + xcos2
2 × 1 × 0
1 + (0)

2
0
1

= ( + = ( = × 2 = 4lim
x→

π

4
2−−√ (sin x + cos x) 3 2−−√

2−−√
2

2−−√
2 )3 2−−√ 2−−√ )3 2−−√ 2−−√

= = =lim
x→

π

4

x + 2 cos xsin2

2 x − cos xsin2
+ 2(0)(1)

2

2 − (0)(1)
2

1 + 0
2 − 0

1
2

(1 − x) × x = (1 − ( )) × ( = (1 − ) × = × =lim
x→

π

6
sin2 tan2 1

2
3−−√

3 )2 1
4

3
9

3
4

1
3

1
4

x = −2 f(x) = 3 , f(x) = −1 , f(−2) = −1lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)+

fx = −2

x = −1 f(x) = 1 , f(x) = 4 , f(−1) = 1lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)+

fx = −1

x = 0 f(x) = 4 , f(x) = 0 , f(0) = 2lim
x→0−

lim
x→0+

fx = 0

x = 1 f(x) = 1 , f(x) = 3 , f(1) = 3lim
x→1−

lim
x→1+

fx = 1

x = 2 f(x) = 0 , f(x) = 0 , f(2) = 0lim
x→2−

lim
x→2+

fx = 2

x = 3 f(x) = 0 , f(x) = 1 , f(3) = 1lim
x→3−

lim
x→3+

fx = 3

fx = 2

f(x) =lim
x→−1

f(x) = 2lim
x→3

(f(x) + g(x)) = 2 + 5 = 7lim
x→3

g(x) = 5lim
x→3

(f(x) + g(x)) =lim
x→−1 وجود ندارد +(−1) =

19
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وجود ندارد   (ج 

 (چ 

وجود ندارد     (ح 

وجود ندارد   (خ 

 (د

 28
y

-1

1

f

g x

x

))

))

x

 

 

وجود ندارد   

   

                

 در نقاط  حد دو تابع با هم برابرند.
 29

 (الف 

 (ب 

وجود ندارد   (پ

تابع  در نقاط صحیح پیوسته نیست و در سایر نقاط پیوسته است.  30
 31

تابع  در  پیوسته است. 

توابع  در  پیوسته نیستند.

 32
 

 

تابع  در  پیوسته است پس داریم:  
 33

 

(2f(x) + 5g(x)) = 2 f(x) + 5 g(x) = 2(−1) + 5( ) =lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2 وجود ندارد

= =lim
x→0

(f(x))4 ( )
1
3

4 1
81

=lim
x→0

(g(x))2

= =lim
x→2

f(x)

g(x)

−1

وجود ندارد

(f(x) ⋅ g(x)) = 5 × 5 = 25lim
x→5

f(x) = , g(x) = 1|x − 3|

x − 3

f(x) =lim
x→3

g(x) = 1lim
x→3

x > 3

[x] = mlim
x→m+

[x] = m − 1lim
x→m−

[x] =lim
x→m

f(x) = [x]

fx = 1

g, h, kx = 1

f(x) = 3x − [x] = 3(2) − [ ] = 6 − 1 = 5lim
x→2−

lim
x→2−

2−

f(x) = x + 3 = 2 + 3 = 5 , f(2) = alim
x→2+

lim
x→2+

fx = 2a = 5

f(x) = a + 3 = a + 3 = a + 3lim
x→1+

lim
x→1+

x2 (1)2

f(x) = −2x + b = −2(1) + b = −2 + b , f(1) = 5lim
x→1−

lim
x→1−
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 34
 

 

 35
 

 

 36

 

 

 

 

 37

 

 

 

 38

 

 

  بنابراین تابع  در  پیوسته است.

→
⎧
⎩⎨

a + 3 = 5 → a = 2

−2 + b = 5 → b = 7

f(x) = 2x + 3b = 2(2) + 3b = 4 + 3blim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = ax − 1 = a(2) − 1 = 2a − 1 , f(2) = 7lim
x→2−

lim
x→2−

→
⎧
⎩⎨

4 + 3b = 7 → 3b = 3 → b = 1

2a − 1 = 7 → 2a = 8 → a = 4

f(x) = 3x + 2b = 3(0) + 2b = 2blim
x→0+

lim
x→0+

f(x) = 2 cos x + a = 2(1) + a = 2 + a , f(0) = −2lim
x→0−

lim
x→0−

→
⎧
⎩⎨

2b = −2 → b = −1

2 + a = −2 → a = −4

f(x) =

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪

,
− 9x2

|x − 3|

− ax ,x2

x < 3

x ≥ 3
f(x) = − ax = − a(3) = 9 − 3alim

x→3+
lim

x→3+
x

2 (3)
2

f(3) = − a(3) = 9 − 3a32

f(x) = = = = = −6lim
x→3−

lim
x→3−

− 9x2

|x − 3|
lim

x→3−

− 9x2

−(x − 3)
lim

x→3−

(x − 3)(x + 3)

−(x − 3)
lim

x→3−

x + 3
−1

→ 9 − 3a = −6 → 15 = 3a → a = 5

f(x) = =lim
x→0+

lim
x→0+

xsin2
1 − cos x

0
0

= = = (1 + cos x) = 1 + 1 = 2lim
x→0+

xsin2
1 − cos x

lim
x→0+

1 − xcos2

1 − cos x
lim

x→0+

(1 − cos x)(1 + cos x)

(1 − cos x)
lim

x→0+

f(x) = a sin(x + ) = a sin(0 + ) = , f(0) =lim
x→0−

lim
x→0−

π

6
π

6
a

2
a

2
→ = 2 →

α

2
a = 4

f(x) =

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

− 9x2

x − 3
6

x ≠ 3

x = 3

f(x) = = = 6 , f(3) = 6lim
x→3

lim
x→3

− 9x2

x − 3
lim
x→3

(x + 3)(x − 3)

(x − 3)

f(x) = f(3)lim
x→3

fx = 3
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وجود ندارد  بنابراین  تابع  در  پیوسته نیست.

 39
 

 

 40

 

 41

تابع  در  پیوستگی راست دارد             

الف)  چون تابع چند جمله اي است و دامنۀ آن هم  می باشد پس تابع  روي بازه  پیوسته می باشد.   42
ب)  تابع مثلثاتی  داراي دامنه اي بصورت  می باشد و تمام بازه  پیوسته می باشد. 

پ)  تابع  داراي دامنه اي بصورت  می باشد و در تمام بازه  پیوسته می باشد. 

ت)   تابع  داراي دامنه اي بصورت  می باشد و در تمام بازة   پیوسته می باشد. 

 43

 

 (الف 

 ب)  با توجه به نمودار رسم شده مشاهده می شود که تابع  در بازة  پیوسته نیست.

 

4

10
12

30

10
x

y

g(x) =
− 9x2

x − 3

g(x) = = = 6lim
x→3

lim
x→3

− 9x2

x − 3
lim
x→3

(x + 3)(x − 3)

(x − 3)

g(3) =gx = 3

f(x) = + 2[x] = + 2[ ] = 1 + 2(1) = 3lim
x→1+

lim
x→1+

x
2 (1)

2 1+

f(x) = bx + 6 = b(1) + 6 = b + 6 , f(1) = a + 3lim
x→1−

lim
x→1−

→ { a + 3 = 3 → a = 0
b + 6 = a + 3 → b + 6 = 3 → b = −3

f(x) = =lim
x→1

lim
x→1

− 1x2

− 3x + 2x2
0
0

→ = = = = = −2lim
x→1

− 1x2

− 3x + 2x2 lim
x→1

(x − 1)(x + 1)

(x − 1)(x − 2)
lim

x→1
x + 1
x − 2

1 + 1
1 − 2

2
−1

, f(1) = a → a = −2

f(x) = (−x + 3) = −1 + 3 = 2lim
x→1+

lim
x→1+

f(x) = ( − 1) = − 1 = 0lim
x→1−

lim
x→1−

x
2 12

f(1) = 2 → f(x) = f(1)lim
x→1+

fx = 1

f(x) = − 5xx
3

Rf(−∞, +∞)

g(x) = sin xsin xR(−∞, +∞)

h(x) = log xlog xR
+(0, +∞)

k(x) = x − 6− −−−−√x − 6− −−−−√R
≥6[6, +∞)

f(t) = { 6t + 4
2t + 10

0 ≤ t < 1
1 ≤ t ≤ 10

f(2) = 2(2) + 10 = 14 f(5) = 2(5) + 10 = 20

f[0, 10]

22
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تابع  در  پیوستگی چپ دارد        

 45
y

x

 

  

f(x) = sin x + 2 cos x = 1 + 2(0) = 1lim

x→
π−

2

lim

x→
π−

2
f(x) = − cos x = −(0) = 0 , f( ) = 1lim

x→
π+

2

lim

x→
π+

2

π

2

fx =
π

2
→ f(x) = f( )lim

x→
π−

2

π

2

f(x) = { x − 2
1

x ≠ 1
x = 1

23
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فصل پنجم : حد و پیوستگی

1 حدهاي زیر را محاسبه کنید. ( [ ] نماد جزء  صحیح است.)

(الف 

(ب

2 حدهاي زیر را محاسبه کنید. 

 (الف 

 (ب

3 حد زیر را محاسبه کنید. 

نام آزمون: محاسبه حد توابع کسري

lim
x→3+

x − 3
[x] + [−x]

lim
x→1

2 − x − 1x3

− xx2

( + )lim
x→0

+ 9x2
− −−−−√ + xx2

x

( − )lim
x→2

1
x − 2

4
− 4x2

lim
x→1

− 3 + 2x3 x2

− 1x2

1



4 حد زیر را حساب کنید. 

5 حاصل حدهاي زیر را حساب کنید. 

 (ب                          (الف

6 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                      (الف

7 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                  (الف

8 حد توابع زیر را بیابید. 

 (ب                        (الف

lim
x→−1

+ 3x + 4x3

2 − 2x2

lim
x→3

− 9x2

− 3xx2
lim
x→1

− 4x + 3x2

− 1x2

lim
x→2

+ x − 10x3

− 2xx2
lim
x→2

− 8x3

3 − 12x2

lim
x→1

+ 2x − 3x3

+ x − 2x2
lim

x→−1

− 2x − 1x3

− 1x2

lim
x→−2

− 2x − 8x2

+ x − 2x2
lim
x→1

2 + 3x − 5x2

− 1x2

2

ی
سر

محاسبه حد توابع ک



9 حاصل حدهاي زیر را حساب کنید. 

 (ب                       (الف

10 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                       (الف

اگر تابع  وقتی  داراي حد باشد، حاصل این حد را بیابید.  11

، مقادیر  و  را بیابید. اگر   12

13 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                    (الف

اگر  آن گاه  و  را بیابید.  14

lim
x→2

+ x − 6x2

− 8x3
lim

x→−1

+ x + 2x3

− 1x2

lim
x→1

− 1x6

− 1x9
lim
x→1

− 1x5

x − 1

f(x) =
ax + 4
+ x − 6x2

x → 2

= 4lim
x→−2

+ ax + bx2

+ 8x3
ab

lim
x→2

+(x − 2)5 (x − 2)2

3 + 2(x − 2)
4

(x − 2)
2

lim
x→1

(x − 1)3

+(x − 1)
4

(x − 1)
3

= 1lim
x→2

x − 2
− ax + bx2

ab

3

ی
سر
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آیا تابع  در  حد دارد؟ چرا؟  15

، حاصل  را بیابید. اگر  و   16

17 حد تابع زیر را در بیابید. 

18 مقدار حدهاي زیر را بیابید. 

  (ب                     (الف 

   (ت              (پ 

  (ج                (ث

19 حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 

f(x) =
x

|x|
a = 0

f(x) =
x + 1

2 − x − 1x2
g(x) =

2x + 1
x

f(x) ⋅ g(x)lim
x→−

1

2

lim
x→−1

− 1x + 2− −−−−√

2 + 2xx2

lim
x→2+

[x] − 8x2

x − 2
lim

x→−1

2 + x − 1x2

3 + 3xx2

lim
x→4

2 − x−−√

3 − 2x + 1− −−−−−
√

lim
x→2

− 2x + 2− −−−−√

− 4x2

lim
x→1

x − x−−√

− 1x
−−

√
lim
x→0

−1 + x
− −−−−√ 1 − x

− −−−−√

+ xx2

lim
x→2

− 2x + 2− −−−−
√

x − 2

4
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20 حد تابع زیر را محاسبه کنید. 

21 حد زیر را محاسبه کنید. 

22 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                      (الف

23 حدهاي زیر را حساب کنید. 

 (ب                          (الف

24 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                   (الف

lim
x→9

x − 9
− 3x

−−
√

lim
x→0

− 2x + 4− −−−−√

x

lim
x→1

− 1x−−√

2x − 2
lim
x→2

x − x + 2− −−−−√

+ x − 6x2

lim
x→4

x − 4
− 2x−−√

lim
x→1

− 1x2

x − x−−√

lim
x→−2

+ 4x + 4x2
− −−−−−−−−√

+ 2xx2
lim
x→1

− 2x + 1x2
− −−−−−−−−√

− 1x2

5
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اگر  آن گاه  را بیابید.  25

26 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                (الف

27   مقدار حدهاي زیر را بیابید. 

(الف   (پ            (ب             

   (ث              (ت 

   (چ              (ج 

   (ح

28 حد زیر را بدست آورید. 

 

= 3lim
x→2

ax − 2a

− 13x − 5− −−−−−
√

a

lim
x→2

3 − x + 7− −−−−√

+ 2x − 8x2
lim
x→1

−x2
−−√3

x−−√3

− 1x3

lim
x→0−

x2

|1 − cosx|
lim
x→ π

4

cos(x + )π

4

cosx − sinx
lim
x→ π

2

1 − sinx

cosx

lim
x→−π

cosx + 1
x + π

lim
x→0

2 − 2 cos 2x

x sinx

lim
x→ π

3

sin(x − )π

3

6x − 2π
lim
x→a

sinx − sina

x − a

lim
x→1

2x − 3 + 1x−−√

x − 1

lim
x→0+

2x

2 − 2 cosx
− −−−−−−−−

√

6
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29 حدهاي زیر را محاسبه کنید. 

(الف

(ب

30 حدهاي زیر را محاسبه کنید. 

(الف 

(ب

31 حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 

32 حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                       (الف

33 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                  (الف

lim
x→

π

3

sin(3x − π)

x −
π

3

lim
x→0

x sinx

1 − cos 2x

lim
x→0−

sin 2x

1 − cos 2x
− −−−−−−−

√

lim
x→ π

4

cos 2x

sinx − cosx

lim
x→ π

2

sin(2x − π)

x − π

2

lim
x→0

1 − cos 4x

x2
lim
x→0

2xsin2

1 − cosx

lim
x→0−

1 − cosx
− −−−−−−√

sin x

2

lim
x→0+

1 − cos 2x
− −−−−−−−√

sin 5x

7
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34 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب                        (الف

35 حاصل حدهاي زیر را بیابید. 

 (ب 

 (د

 (الف 

 (ج  

lim
x→0

1 − cos 4x

xtan2
lim
x→0

1 − cos 2x

3x2

lim
x→0

tan 5x

2x

lim
x→0

x − tan 3x

2x + sin 4x

lim
x→0

sin 2x

4x

lim
x→0

sin 3x

tan 4x

8
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 1
 الف)

 

 

توجه کنیم که چون  ، بنابراین مقدار تابع  در همسایگی راست  برابر  است. 
ب)

عامل ابهام  است. 

 2

 (الف 

 (ب

 3

 

 4

 

 

= = 0lim
x→3+

x − 3
[x] + [−x]

0+

−1

[x] + [−x] = {0
−1

x ∈ Z

x ∉ Z

∉ Z3+[x] + [−x]x = 3−1

=lim
x→1

2 − x − 1x3

− xx2

0
0

(x − 1)

= = 5lim
x→1

(2 + 2x + 1)(x − 1)x2

x(x − 1)

5
1

+ = + 1 = 4lim
x→0

+ 9x2− −−−−−
√ x(x + 1)

x
9−−√

− = = = =lim
x→2

1
x − 2

4
− 4x2 lim

x→2
x + 2 − 4

− 4x2 lim
x→2

x − 2
− 4x2 lim

x→2
x − 2

(x − 2)(x + 2)

1
4

= =lim
x→1

− 3 + 2x3 x2

− 1x2
lim
x→1

− − 2 + 2x3 x2 x2

− 1x2
lim
x→1

(x − 1) − 2(x − 1)(x + 1)x2

(x − 1)(x + 1)

=lim
x→1

( − 2x − 2)(x − 1)x2

(x − 1)(x + 1)

−3
2

=lim
x→−1

+ 3x + 4x3

2 − 2x2

0

0

= lim = =lim
x→−1

(x + 1)( − x + 4)x2

2(x + 1)(x − 1)

1 − (−1) + 4
2(−1 − 1)

6
−4

−3
2

9
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 5

  (الف 

  (ب

 6

 (الف 

(ب

 7

 (الف 

  

 (ب 

 8

 (الف 

 (ب

+ 3x + 4x3

− −x3 x2

∣

∣
∣

x + 1

− x + 4x2

⋅¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄

⋅

⋅

0¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

= = = = −1lim
x→1

− 4x + 3x2

− 1x2
lim
x→1

(x − 1)(x − 3)

(x − 1)(x + 1)
lim
x→1

x − 3

x + 1

−2

2

= = = = 2lim
x→3

− 9x2

− 3xx2
lim
x→3

(x − 3)(x + 3)

x(x − 3)
lim
x→3

x + 3
x

6

3

= = = = 1lim
x→2

− 8x3

3 − 12x2
lim
x→2

(x − 2)( + 2x + 4)x2

3(x − 2)(x + 2)
lim
x→2

+ 2x + 4x2

3(x + 2)

12

12

= =lim
x→2

− 8 + x − 2x3

− 2xx2
lim
x→2

(x − 2)( + 2x + 4) + (x − 2)x2

x(x − 2)
lim
x→2

(x − 2)( + 2x + 4 + 1)x2

x(x − 2)

= = =lim
x→2

+ 2x + 5x2

x

4 + 4 + 5
2

13
2

=lim
x→−1

+ 1 − 2x − 2x3

− 1x2
lim

x→−1

(x + 1)( − x + 1) − 2(x + 1)x2

− 1x2

= = = =lim
x→−1

(x + 1)( − x + 1 − 2)x2

(x + 1)(x − 1)
lim

x→−1

− x − 1x2

x − 1
1 + 1 − 1

−1 − 1
−1
2

=lim
x→1

− 1 + 2x − 2x3

+ x − 2x2
lim
x→1

(x − 1)( + x + 1) + 2(x − 1)x2

+ x − 2x2

= = =lim
x→1

(x − 1)( + x + 1 + 2)x2

(x − 1)(x + 2)
lim
x→1

+ x + 3x2

x + 2
5
3

= = =lim
x→1

2 + 3x − 5x2

− 1x2
lim
x→1

(x − 1)(2x + 5)

(x − 1)(x + 1)
lim
x→1

2x + 5
x + 1

7
2

= = = = 2lim
x→−2

− 2x − 8x2

+ x − 2x2
lim

x→−2

(x + 2)(x − 4)

(x + 2)(x − 1)
lim

x→−2

x − 4
x − 1

−6
−3

10
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 9

(الف

 (ب

 10

 (الف 

 (ب

11 زمانی که   مخرج تابع  صفر می شود، پس باید صورت هم صفر شود تا مبهم صفر صفرم ایجاد شود پس
داریم: 

  

12 از آنجائیکه  مخرج کسر را صفر می کند پس باید صورت کسر هم صفر شود تا مبهم صفر صفرم تولید شود
بنابراین داریم: 

  

  

  

  

 13

 (الف

= =lim
x→−1

+ 1 + x + 1x3

− 1x2
lim

x→−1

(x + 1)( − x + 1) + (x + 1)x2

− 1x2
lim

x→−1

(x + 1)( − x + 1 + 1)x2

(x + 1)(x − 1)

= = = −2lim
x→−1

− x + 2x2

x − 1
1 + 1 + 2

−2

= = =lim
x→2

+ x − 6x2

− 8x3
lim
x→2

(x − 2)(x + 3)

(x − 2)( + 2x + 4)x2
lim
x→2

x + 3
+ 2x + 4x2

5
12

= = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5lim
x→1

− 1x5

x − 1
lim
x→1

(x − 1)( + + + x + 1)x4 x3 x2

x − 1

= = = =lim
x→1

− 1x6

− 1x9
lim
x→1

(x − 1)( + + ⋯ + x + 1)x5 x4

(x − 1)( + + ⋯ + x + 1)x8 x7

1 + 1 + ⋯ + 1
  تا 6

1 + 1 + ⋯ + 1  
تا 9

6

9

2

3

x → 2f(x)

ax + 4 = 0 2a + 4 = 0 ⇒ a = −2− →−−
x=2

= = =lim
x→2

−2x + 4
+ x − 6x2 lim

x→2
−2(x − 2)

(x − 2)(x + 3)
lim

x→2
−2

x + 3
−2
5

x → −2

+ ax + b = 0 4 − 2a + b = 0 ⇒ b = 2a − 4x
2 − →−−

x=−2

= =lim
x→−2

+ ax + bx2

+ 8x3
lim

x→−2

+ ax + 2a − 4x2

+ 8x3
lim

x→−2

− 4 + ax + 2ax2

+ 8x3

= =lim
x→−2

(x − 2)(x + 2) + a(x + 2)

+ 8x3
lim

x→−2

(x + 2)(x − 2 + a)

(x + 2)( − 2x + 4)x2

= = = 4 ⇒ −4 + a = 48 ⇒lim
x→−2

x − 2 + a

− 2x + 4x2

−4 + a

12
a = 52

b = 2a − 4 = 2 × 52 − 4 = 104 − 4 = 100 → b = 100

= = = 1lim
x→1

(x − 1)3

+(x − 1)4 (x − 1)3 lim
x→1

(x − 1)3

((x − 1) + 1)(x − 1)3 lim
x→1

1
x − 1 + 1

11
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 (ب

14 چون صورت کسر در  صفر می شود پس باید مخرج هم صفر شود تا صفر صفرم ایجاد شده و پس از رفع ابهام
حاصل حد عدد  شود. پس داریم: 

  

  

  

15 تابع  در نقطه ي  حد دارد هرگاه  

 

 

بنابراین تابع  در  حد ندارد.

 16

 

17 عامل ابهام  است. 

صورت و مخرج را در  ضرب می کنیم. 

 

 18

  (الف 

  (ب

= = =lim
x→2

+(x − 2)5 (x − 2)2

3 + 2(x − 2)4 (x − 2)2 lim
x→2

( + 1)(x − 2)2 (x − 2)3

(3 + 2)(x − 2)2 (x − 2)2 lim
x→2

+ 1(x − 2)3

3 + 2(x − 2)2
1
2

x → 2

1

− ax + b = 0 4 − 2a + b = 0 ⇒ b = 2a − 4x2 − →−−
x=2

= =lim
x→2

x − 2
− ax + 2a − 4x2 lim

x→2
x − 2

(x − 2)(x + 2) − a(x − 2)
lim

x→2
x − 2

(x − 2)(x + 2 − a)

= = = 1 ⇒ 4 − a = 1 ⇒lim
x→2

1
x + 2 − a

1
4 − a

a = 3

b = 2a − 4 = 2 × 3 − 4 = 2 ⇒ b = 2

f(x)x = af(x) = f(x)lim
x→a−

lim
x→a+

= = −1lim
x→0−

x

|x|
lim

x→0−

x

−x

= = 1lim
x→0+

x

|x|
lim

x→0+

x

x

f(x)x = 0

f(x) ⋅ g(x) = ( × ) =lim

x→−
1
2

lim

x→−
1
2

x + 1
2 − x − 1x2

2x + 1
x

lim

x→−
1
2

(x + 1)(2x + 1)

(2x + 1)(x − 1)x

= = = =lim

x→−
1
2

x + 1
(x − 1)x

− + 11
2

(− − 1)(− )
1
2

1
2

1
2

(− )(− )
3
2

1
2

2
3

x + 1

( + 1)x + 2
− −−−−√

= × =lim
x→−1

− 1x + 2
− −−−−√

2x(x + 1)

+ 1x + 2
− −−−−√

+ 1x + 2
− −−−−

√
lim

x→−1

x + 2 − 1

2x(x + 1)( + 1)x + 2
− −−−−

√

= = = = −lim
x→−1

(x + 1)

2x(x + 1)( + 1)x + 2
− −−−−

√
lim

x→−1

1

2x( + 1)x + 2
− −−−−

√
1

−2 × 2
1
4

= = = = 1lim
x→−1

2 + x − 1x2

3 + 3xx2
lim

x→−1

(x + 1)(2x − 1)

3x(x + 1)
lim

x→−1

2x − 1

3x

−2 − 1

−3

= =lim
x→2+

[x] − 8x2

x − 2
lim

x→2+

2 − 8x2

x − 2
lim

x→2+

2( − 4)x2

x − 2

12

ی
سر

محاسبه حد توابع ک



  

  (پ 

   

  (ت 

   

  (ث 

   

  (ج 

 

 19

 20

 

  

 21

= = 2(x + 2) = 2 × 4 = 8lim
x→2+

2(x − 2)(x + 2)

x − 2
lim

x→2+

× =lim
x→2

− 2x + 2
− −−−−√

− 4x2

+ 2x + 2
− −−−−√

+ 2x + 2
− −−−−

√
lim
x→2

x + 2 − 4

(x − 2)(x + 2)( + 2)x + 2
− −−−−

√

= = =lim
x→2

1

(x + 2)( + 2)x + 2
− −−−−√

1

4 × 4

1

16

× × =lim
x→4

2 − x−−√

3 − 2x + 1
− −−−−−√

2 + x−−√

2 + x−−√

3 + 2x + 1
− −−−−−

√

3 + 2x + 1
− −−−−−√

lim
x→4

(4 − x)(3 + )2x + 1
− −−−−−

√
(9 − 2x − 1)(2 + )x−−√

= = = =lim
x→4

(4 − x)(3 + )2x + 1
− −−−−−√

2(4 − x)(2 + )x
−−√

lim
x→4

3 + 2x + 1
− −−−−−√

2(2 + )x
−−√

3 + 3
2 × 4

3
4

× =lim
x→0

−1 + x
− −−−−√ 1 − x

− −−−−√
+ xx2

+1 + x
− −−−−√ 1 − x

− −−−−√

+1 + x
− −−−−

√ 1 − x
− −−−−

√
lim
x→0

1 + x − 1 + x

x(x + 1)( + )1 + x
− −−−−

√ 1 − x
− −−−−

√

= = = = 1lim
x→0

2x

x(x + 1)( + )1 + x
− −−−−√ 1 − x

− −−−−√
lim
x→0

2

(x + 1)( + )1 + x
− −−−−√ 1 − x

− −−−−√
2

1 × 2

× × =lim
x→1

x − x−−√

− 1x
−−

√

x + x−−√

x + x−−√

+ 1x−−√

+ 1x
−−

√
lim
x→1

( − x)( + 1)x2 x−−√

(x − 1)(x + )x
−−

√

= = = = 1lim
x→1

x(x − 1)( + 1)x
−−√

(x − 1)(x + )x
−−√

lim
x→1

x( + 1)x
−−√

x + x−−√

1 × 2
2

= → × = =lim
x→2

− 2x + 2
− −−−−

√
x − 2

0
0

lim
x→2

− 2x + 2
− −−−−

√
x − 2

+ 2x + 2
− −−−−

√

+ 2x + 2
− −−−−√

lim
x→2

x + 2 − 4

(x − 2)( + 2)x + 2
− −−−−√

1
4

= → ×lim
x→9

x − 9
− 3x−−√

0
0

lim
x→9

x − 9
− 3x−−√

+ 3x
−−√

+ 3x−−√

= = 6lim
x→9

(x − 9)( + 3)x
−−√

(x − 9)

× = = =lim
x→0

− 2x + 4
− −−−−√

x

+ 2x + 4
− −−−−√

+ 2x + 4
− −−−−√

lim
x→0

x + 4 − 4

x( + 2)x + 4
− −−−−√

lim
x→0

1

+ 2x + 4
− −−−−√

1

4
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 22

  (الف 

  

  (ب

 23

  (الف

  (ب

 24

 (الف 

 حد راست 

حد ندارد.   حد چپ 

 حد راست  (ب 

 حد ندارد.     حد چپ

 25

  

 26

 (الف

× =lim
x→2

x − x + 2
− −−−−√

+ x − 6x2

x + x + 2
− −−−−√

x + x + 2
− −−−−

√
lim
x→2

− x − 2x2

( + x − 6)(x + )x2 x + 2
− −−−−

√

= = = =lim
x→2

(x − 2)(x + 1)

(x − 2)(x + 3)(x + x + 2)
− −−−−√

lim
x→2

x + 1

(x + 3)(x + )x + 2
− −−−−√

3

5 × 4

3

20

× = = =lim
x→1

− 1x−−√

2x − 2

+ 1x−−√

+ 1x−−√
lim
x→1

x − 1
2(x − 1)( + 1)x−−√

lim
x→1

1
2( + 1)x−−√

1
4

× = =lim
x→1

− 1x2

x − x
−−√

x + x−−√

x + x
−−√

lim
x→1

( − 1)(x + )x2 x−−√

− xx2
lim
x→1

(x − 1)(x + 1)(x + )x−−√

x(x − 1)

= = = 4lim
x→1

(x + 1)(x + )x−−√

x

2 × 2
1

× = = + 2 = 4lim
x→4

x − 4

− 2x
−−√

+ 2x
−−√

+ 2x
−−√

lim
x→4

(x − 4)( + 2)x
−−√

x − 4
lim
x→4

x−−√

=lim
x→1

(x − 1)
2− −−−−−−−√

− 1x2 lim
x→1

|x − 1|

− 1x2

= = = =L+ lim
x→1+

|x − 1|

− 1x2 lim
x→1+

x − 1
(x − 1)(x + 1)

lim
x→1+

1
x + 1

1
2

= = = =L
− lim

x→1−

|x − 1|

− 1x2 lim
x→1−

−(x − 1)

(x − 1)(x + 1)
lim

x→1−

−1
x + 1

−1
2

= =L+ lim
x→(−2)+

x + 2
x(x + 2)

1
−2

= ⇒lim
x→−2

(x + 2)2− −−−−−−−√

+ 2xx2 lim
x→−2

|x + 2|

+ 2xx2

= = = ⇒L− lim
x→(−2)−

−(x + 2)

x(x + 2)

−1
−2

1
2

× =lim
x→2

ax − 2a

− 13x − 5− −−−−−√

+ 13x − 5− −−−−−√

+ 13x − 5− −−−−−√
lim

x→2

a(x − 2)( + 1)3x − 5− −−−−−√
3x − 5 − 1

= = ( + 1) = = 3 ⇒ a =lim
x→2

a(x − 2)( + 1)3x − 5− −−−−−√

3(x − 2)
lim

x→2
a

3
3x − 5− −−−−−√ 2a

3
9
2

× =lim
x→1

−x2−−√3
x
−−√3

− 1x3

+ +x4−−√3
x3−−√3

x2−−√3

+ +x4−−√3
x3−−√3

x2−−√3
lim
x→1

− xx2

( − 1)( )x3 + +x4−−√3
x3−−√3

x2−−√3  
3
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 (ب 

 27

   (الف 

   

  (ب 

  (پ 

 

  (ت 

   (ث 

   

   

  (ج 

   

 

= = = =lim
x→1

x(x − 1)

3(x − 1)( + x + 1)x2
lim
x→1

x

3( + x + 1)x2

1
3 × 3

1
9

× =lim
x→2

3 − x + 7− −−−−√

+ 2x − 8x2

3 + x + 7− −−−−√

3 + x + 7− −−−−√
lim
x→2

9 − x − 7
( + 2x − 8)(3 + )x2 x + 7− −−−−√

= = =lim
x→2

−(x − 2)

(x − 2)(x + 4) × 6
lim
x→2

−1
6(x + 4)

−1
36

, x − = t , x = + t , t → 0lim
x→

π

2

1 − sin x

cos x

π

2
π

2

= = = = = 0lim
t→0

1 − sin( + t)π

2

cos( + t)π

2

lim
t→0

1 − cos t

− sin t
lim
t→0

2 ( )sin2 t

2

−2 sin( ) cos( )t

2
t

2

lim
t→0

sin( )t

2

− cos( )t

2

0
1

= = =lim
x→

π

4

cos(x + )π

4

cos x − sin x
lim

x→
π

4

cos x cos − sin x sinπ

4
π

4

cos x − sin x
lim

x→
π

4

(cos x − sin x)
2√

2

cos x − sin x

2
−−

√
2

= = =lim
x→0−

x2

|1 − cos x|
lim

x→0−

x2

2 ( )∣
∣ sin2 x

2
∣
∣

lim
x→0−

x2

2 ( )sin2 x

2

lim
x→0−

x2

2( × )
sin( )

x

2
x

2

x

2

2

= = = 2lim
x→0−

x2

2( )x

2
2

lim
x→0−

x2

1
2
x2

= = = 4 = 4 × 1 = 4lim
x→0

2(1 − cos 2x)

x sin x
lim
x→0

2 × 2 xsin2

x sin x
lim
x→0

4 sin x

x
lim
x→0

sin x

x

, x + π = t ⇒ x = t − π , t → 0lim
x→−π

1 + cos x

x + π

= = =lim
x→0

1 + cos(t − π)

t
lim
x→0

1 + cos(π − t)

t
lim
x→0

1 − cos t

t
lim
x→0

2 ( )sin2 t

2

t

= = = = t = 0lim
t→0

2( × )
sin( )

t

2
t

2

t

2

2

t
lim
t→0

2( )t

2
2

t
lim
t→0

1
2
t2

t
lim
t→0

1

2
, x − a = t , x = a + t , t → 0lim

x→a

sin x − sin a

x − a

=lim
t→0

sin(a + t) − sin a

t
lim
t→0

sin a cos t + cos a sin t − sin a

t

= =lim
t→0

− sin a(1 − cos t) + cos a sin t

t
lim
t→0

− sin a × 2 ( ) + cos a sin tsin2 t

2

t
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   (چ 

  

(ح 

28 می دانیم  و  

 

 29

 (الف 

  (ب 

 30

 
0-

 

  

 (الف  

= = = (− sin a + cos a) = cos alim
t→0

− sin a × + t cos a
1
2
t2

t
lim
t→0

t(− sin a + cos a)t

2

t
lim
t→0

t

2

, x − = t , x = + t , t → 0lim
x→

π

3

sin(x − )π

3

6x − 2π

π

3
π

3

= =lim
t→0

sin t

6( + t) − 2π
π

3

lim
t→0

sin t

6t

1
6

= t ⇒ x = , t → 1lim
x→1

2x − 3 + 1x
−−√

x − 1
x−−√ t2

= = =lim
t→1

2 − 3t + 1t2

− 1t2
lim
t→1

(t − 1)(2t − 1)

(t − 1)(t + 1)
lim
t→1

2t − 1
t + 1

1
2

1 − cos α = 2sin2 α

2
= 1lim

u→0

sin u

u

= =lim
x→0+

2x

2 − 2 cos x
− −−−−−−−−

√
lim

x→0+

2x

2(1 − cos x)
− −−−−−−−−−

√
lim

x→0+

2x

2(2 )sin2 x

2

− −−−−−−−
√

lim
x→0+

2x

2 sin∣
∣

x

2
∣
∣

= =========

>0⇒sin >0x

2
x

2
lim

x→0+

x

sin x

2

2 × = 2 × 1 = 2lim
x→0+

x

2

sin x

2

= ⇒ = = 3lim
x→

π

3

sin(3x − π)

x −
π

3

0
0

lim
x→

π

3

sin(3x − π)

x −
π

3
lim

x→
π

3

3 sin(3x − π)

(3x − π)

= ⇒ = =lim
x→0

x sin x

1 − cos 2x

0
0

lim
x→0

x sin x

2 xsin2
lim

x→0
x

2 sin x

1
2

x < 0 ⇒ sin x < 0

=lim
x→0−

sin 2x

1 − cos 2x
− −−−−−−−

√
0
0
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 31

  

 32

 (الف 

  

 (ب

 33

 (الف 

  

 (ب

 34

 (الف 

 (ب

= = = − = = −lim
x→0−

2 sin x cos x

2 xsin2
− −−−−−

√
lim

x→0−

2 sin x cos x

| sin x|2
−−

√
lim

x→0−

2 cos xsin x

− 2
−−

√ sin x

2

2
−−

√

−2 2
−−

√
2

2
−−

√

= (ب⇒ lim
x→

π

4

cos 2x

sin x − cos x

0
0

lim
x→

π

4

x − xcos2 sin2

sin x − cos x

= = −(cos x + sin x) = − − = −lim
x→

π

4

(cos x − sin x) (cos x + sin x)

(sin x − cos x)
lim

x→
π

4

2
−−√

2

2
−−√

2
2
−−√

= ⇒ = = 2lim
x→

π

2

sin(2x − π)

x −
π

2

0
0 lim

x→
π

2

sin(2x − π)

x −
π

2
lim

x→
π

2

2 sin(2x − )
π

2
2x − π

× = =lim
x→0

2xsin2

1 − cos x

1 + cos x

1 + cos x
lim

x→0
2xsin2 (1 + cos x)

  2

1 − xcos2 lim
x→0

2 2xsin2

xsin2

= = = 8 x = 8lim
x→0

2(2 sin x cos x)
2

xsin2
lim

x→0
8 x xsin2 cos2

xsin2
lim

x→0 cos2

= = = = 8lim
x→0

1 − cos 4x

x2 lim
x→0

2 2xsin2

x2 lim
x→0

2( × 2x)
sin 2x

2x

2

x2 lim
x→0

2 × 4x2

x2

= =lim
x→0+

1 − cos 2x
− −−−−−−−−√

sin 5x
lim

x→0+

2 xsin2− −−−−−√
sin 5x

lim
x→0+

|sin x| 2−−√
sin 5x

= = = =lim
x→0+

× x∣
∣

sin x

x
∣
∣ 2−−√

× 5x
sin x

5x

lim
x→0+

|x| 2−−√

5x
lim

x→0+

x 2−−√

5x

2−−√

5

= = = = −lim
x→0−

1 − cos x
− −−−−−−−√
sin x

2
lim

x→0−

2 ( )sin2 x

2
− −−−−−−−−√
sin( )x

2
lim

x→0−

sin( )
∣
∣
∣ x

2
∣
∣
∣ 2−−√

sin x

2
lim

x→0−

− sin( ) ×x

2 2−−√

sin( )x

2
2−−√

= = × = × =lim
x→0

1 − cos 2x

3x2 lim
x→0

2 xsin2

3x2 lim
x→0

2
3

( )
sin x

x

2 2
3

12 2
3

= = = = 8lim
x→0

1 − cos 4x

xtan2 lim
x→0

2 2xsin2

xtan2 lim
x→0

2( × 2x)
sin 2x

2x

2

( × x)tan x

x

2 lim
x→0

2 × 4x2

x2
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 35

 (الف 

 (ب 

 (ج 

 (د

= = =lim
x→0

sin 2x

4x
lim

x→0

× 2x
sin 2x

2x

4x
lim

x→0
2x

4x

1
2

= = =lim
x→0

tan 5x

2x
lim

x→∞

× 5x
tan 5x

5x

2x
lim

x→0
5x

2x

5
2

= = =lim
x→0

sin 3x

tan 4x
lim

x→0

× 3x
sin 3x

3x

× 4x
tan 4x

4x

lim
x→0

3x

4x

3
4

= = = = −lim
x→0

x − tan 3x

2x + sin 4x
lim

x→0

x − × 3x
tan 3x

3x

2x + × 4x
sin 4x

4x

lim
x→0

x − 3x

2x + 4x
lim

x→0
−2x

6x

1
3
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